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SUMMARY

The aim of this article is to furnish a unified and simple version of a collection of papers
by A. Fischer, ]. Marsden and V. Moncrief giving sufficient conditions for a vacuum space-time
to be stable under linearization of Einstein’s equation.

INTRODUCCIO

El concepte de varietat diferenciable de dimensié infinita s’ha revelat molt
itil durant aquest segle per tal de resoldre qiiestions ben concretes que sorgeixen
en altres contextos. A vegades la clau de la solucié d’un problema determinat rau
en el fet de saber trobar el marc adequat on pugui ésser formulat de manera
senzilla. Nosaltres presentarem aqui un problema molt interessant relatiu a
’equacié que governa la propagacié de les ones gravitatdries en el marc de la
Relativitat General, i mostrarem com es pot resoldre de manera senzilla i elegant
usant la teoria de varietats diferenciables de dimensié infinita, modelades en un
espai de Hilbert. La rad que ens ha portat a interessar-nos per aquest problema
ha estat I’extraordiniria semblanga dels métodes emprats en la seva resolucié
amb les técniques que nosaltres hem utilitzat en alguns dels nostres treballs de
recerca en un camp completament diferent (vegeu [5] i [6], per exemple).

Un camp gravitatori ve descrit per una métrica de I’espai-temps. Suposem
que partim d’una métrica inicial g, que per a fixar les idees pot ésser la de
Minkowski (que correspon a I’abséncia de camp gravitatori) o la de Schwarzschild
(que és la que descriu el camp gravitatori d’una estrella esférica a I’exterior de
Pestrella), 1 que volem estudiar la pertorbacié en el camp gravitatori inicial
produida per un altre cos —una estrella, per exemple-. El nou camp gravitatori
pertorbat vindra descrit per una métrica g'. Designem per h la diferéncia g' - g,
de manera que g' s’expressi com a g' = g + h. La meétrica g' ha de complir
’equacié d’Einsten, que en el buit és B(g' ) = 0, on R(g' ) indica el tensor de Ricci
de g'. Des de molt antic hom ha volgut estudiar ’equacié6 anterior en termes de
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h. Com que aquesta equaci6 (equivalent a un sistema no lineal d’equacions en
derivades parcials de segon ordre) és molt complicada, els investigadors s’han
ocupat preferentment, des de fa temps, de I’equacié linealitzada que s’obté de
I’anterior quan hom pren només els termes lineals en 5 1 hom negligeix els altres
termes (quan la métrica inicial g és la de Minkowski aquesta equacié es relaciona
amb la classica equacié d’ona).

Aquesta manera de procedir fa sorgir de manera natural la pregunta
segiient: les solucions de I’equacié d’Einstein linealitzada sén proximes a les
solucions de I’equacié sense linealitzar? Si la resposta a aquesta qiiestié és
negativa, ’equacié linealitzada no ens serveix absolutament per a res. Quan la
metrica inicial g sigui tal que la resposta a la pregunta anterior sigui afirmativa
per a qualsevol h petit, direm que g és estable per linealitzacié de I’equacié
d’Einstein. Quines condicions ha de complir g per a tenir aquesta propietat? Y.
Choquet-Bruhat 1 S. Deser demostraren [1] que la métrica de Minkowski és
estable en aquest sentit. Perd, ¢quan ho és una métrica g més general que la de
Minkowski? A. Fischer, J. Marsden 1 V. Moncrief ([2], [4] i [8]) donaren
condicions senzilles per tal que la métrica g tingui aquesta propietat. Els seus
treballs, extremadament elegants, utilitzen, d’una part, la teoria de varietats de
dimensié infinita i, de ’altra, la teoria d’operadors elliptics. Eles resultats
d’aquests investigadors han estat després generalitzats en diverses direccions
(vegeu [7], per exemple), perd sempre per a I’equacié d’Einstein en el buit.

En el treball present farem una presentacié unificada dels resultats de
Fischer, Marsden i Moncrief, que a la literatura es troben dispersos en diversos
articles, i simplificarem els seus calculs, separant allo que és essencial del superflu
o accessori. Pensem que la nostra presentacié pot servir per a poder abordar en
un futur el mateix problema per a I’equacié d’Einstein amb materia (qiiestié
oberta, extraordiniriament interessant).

1. DEFORMACIO DEL TENSOR DE RICCI ORIGINADA PER UNA
DEFORMACIO DE LA METRICA

Sigui (V, g) una varietat de Lorentz. Designem per R el tensor de Ricci de
g. Sigui g' una métrica de Lorentz proxima a g, g' = g + h, on h és un tensor dues
vegades covariant i simétric proxim a zero. Sigui R' el tensor de Ricci de ¢'.
Voldriem establir una relacié entre 81 R' en funcié de h; és a dir, voldriem una
expressié de la forma R' = R + termes en h. Per tal de fer aixd, comengarem
comparant els tensors de curvatura de g' i de g.

Sigui V' la derivada covariant corresponent a g', i V la derivada covariant
corresponent ag. Sigui Q el tensor dues vegades covarianti una vegada contravariant
definit per 'expressi6 Q(X, Y) =V',Y -V, Y. El tensor Q és simétric. Si designem
per R'(X, Y)Z el tensor de curvatura de g' i per R(X, Y)Z el de g, dindrem:

RX,NZ=VV,Z-V'\V',Z-V' Z
= V'x(VyZ + Q(Y: Z))— V'y(VXZ + Q(X’ Z)) - V[x, Y] Z- Q([X’ Y]’ Z) =
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=V.V.Z+QX,V,2)+ V,Q(Y, Z2) + QX, Q(Y, Z)) -

el mateix, permutant X1Y -V, Z-Q([X, Y], Z) =
=R(X, V)Z+QX,V,Z)+V,Q(Y, Z) + QX, QY, 2)) -
—el mateix, permutant X1 Y - Q([X, Y], Z).

Recordem que V,Q s’expressa de la forma segiient:

(VQUY, 2)=V,Q(Y, 2)- Q(V,Y, 2) - Q(Y, V,2).

Si a Iexpressié anterior de R'(X, Y)Z substituim el terme V,Q(Y, Z) per
(V. Q)Y, Z) + Q(V,Y, Z) + Q(Y, V, Z), tindrem:

R'(X, )Z= R(X, )Z +(V,QXY, Z) - (V,Q)X, 2) +
+QX, Q(Y, 2)) - Q(Y, Q(Y, 2)).
Expressem ara aquesta mateixa férmula en components. Adoptem aqui la

segiient convencxo per a designar les components de R(X, Y) Zide V,Q en una
carta local (U, x!, x%, %, x*):

P
P )ax - ”*"av

CE
(fo Q) (5 5) " "5 o

(Aixo dltim s’ha de prendre com a definicié dels nombres V,QFf). Amb
aquestes convencions, [’expressi6 anterior de R'(X, Y)Z s’escriu en components
de la manera segiient:

p a
Rv)\u Rv’:\u+ V)\Qﬁv- VuQ fv+ Q faQ:v— QuuQ PN

Fent ara la contraccié de pi X en aguesta expressid, obtenim la férmula segiient
que relaciona els tensors de Ricci de gide g':

zv:l=zw+vp st—vu Q‘:w-’.Qsa Q:V_Qs"‘ Q:". M

Calculem ara el tensor Q en funcié de la métrica inicial g. Utilitzant la
férmula de Riemann que déna la connexié V' en funcié de g', tindrem:
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29'(Q(X, Y), Z2)=29'(V', Y-V, Y, 2)=
X(g'(Y,2)+ Y(g' (2, X)) - Z(g' (X, V) - ¢g' (X, [V, Z])
- gl (Ya [Xa Z]) - g‘ (Za [Y’ X]) - Zg' (Vx Y) Z) .

Substituint aqui g' per g + h i utilitzant altra vegada la f6rmula de Riemann, ens
queda:

2g'(Q(X, Y), 2) = X(n(Y, 2)) + Y(h(Z, X)) - Z(h(X, Y)) - h(X, [Y, Z])
- h(Y’ [X7 Z]) - h(za [Y’ XJ) - Zh(Vx Y’ Z) .

Substituim ara el terme X(h(Y Z)) d’aquesta expressié per (V,h) (Y, Z) +
WV, Y, Z)+ h(Y, V, Z), i els termes Yh(Z, X)1 Zh(X, Y)) per expressions
similars. Ens queda, finalment:

29'(QX, Y), 2) = (Vi) (Y, 2) + (V, B) (Z, X) - (V, 1) (X, Y) .
Aquesta férmula s’expressa en components de la manera segiient:

1
QL= ng (Vyhy,+ Vb, =V, k), ()

on (g'**) indica, com sempre, la matriu inversa de (g',,). Si posem g'= g+ h i
substituim (2) en (1), obtindrem la férmula que relaciona els tensors de Ricci de
g' ide g, en funcién de h. Els termes de primer ordre en h d’aquesta férmula
constitueixen una expressié molt més senzilla que ens proposem obtenir tot
seguit. Comemcem calculant la matriu inversa g' ! que figuraa (2). De g'=g +
h=g(1+ g™ h),on 1 indica la matriu identitat, deduim g' ' = (1 + g~ h)'g~".
Designem per H la matriu g -! h. Com que

A+H'=1-H+ H*-H +..,

negligint els termes d’ordre >1 en h, tindrem g''= (1+ H)'gl=g~ -
Hg'=g"-g™ hg. Per tant:

gn A gxu_ ng hvpgpu.

D’ara endavant utilitzarem la métrica inicial g per a identificar cada espai tangent
amb el seu dual. Aixd ens permetra identificar, quan ens convingui, tensors
covariants 1 contravariants (pujarem i baixarem indexs utilitzant la metrica inicial
g). La férmula anterior s’escriu llavors:
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g' Au-._.gku_hku.

Substituint aquesta expressié a (2) i suprimint els termes d’ordre > 1 en A,
obtindrem:

1
Q% = ;gvv (Vo h,+V, h, -V k), 3)

Quan substituim aquesta expressi6 a (1), els termes en qué hi ha un producte de
dos Q resultaran d’ordre > 1 en h. Per tant només haurem de calcular en funcié
de h els termes en qué hi ha una derivada covariant de Q. Operant, tenim
finalment:

1 1
R <R +-g"(VVh +V Vh -VV h)--VV ch, 4
2 2

p o a py

on tr h designa la traga de h, o sigui, g™ h,

2. UN ENTORN D’UNA HIPERSUPERF{CIE ESPACIAL

Sigui (V, §) un espai-temps (varietat de Lorentz amb una orientacié
temporal). Sigui M una hipersuperficie espacial de V. Sigui T un camp vectorial
sobre V que apunti cap al futur. Designem per {¢)) el grup uniparamétric local
corresponent a 7. Si la hipersuperficie M és compacta, llavors existeix € > 0 tal
que I’aplicacié

Mx(-¢5¢€) 3) Vv
©)
(x, 1) - 9x)

és un difeomorfisme de M x (- ¢, e) sobre un obert V, de V. Nosaltres no
suposarem pas, de moment, que M és compacta, perd s que suposarem que M,
Viel camp T sén tals que existeix € > 0 de manera que @ complexx la condicié
anterior. D’ara endavant treballarem només a la varietat (V,,, ) i oblidarem la
varietat inicial (V, g) Per a cada t € (- &, €) designarem per M, la subvarietat
¢(M) de V,. Di X és un camp vectorial qualsevol de M, designarem també per
Xel camp sobre V que en cada punt ¢ (x) de V,,val X_ = (¢).X,. D’aquesta
manera tot camp ﬁ'f’ sobre M déna lloc a un camp X soLre % tangent a les
hipersuperficies ,. Designarem per N el camp vectorial sobre v ,que és unitari,
normal a les hlpersuperﬁmes M, i que apunta cap al futur” (unitari en el
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sentit que (N, N) = —1). Designarem també per 9/0t el camp T ja que T es la
imatge pel difeomorfisme @ del camp 9/0t de M x (- ¢, €).

Sigui f la component normal de 0/dt. Sigui U el camp definit per la
diferéncia fN - 9/0t. Tindrem g(U, N) = g(fN — 0/dt, N) = — f + f = 0. Per tant,

U és tangent a les hipersuperficies M, i es té:
1 1
f f
Si X és un camp de M (i per tant, un camp de V,, tangent a les M), de (6)
s’obté immediatament I’expressié segiient:

N=

0
— +-U, (6)
0

X 1
[XaN]=__N+_ [X’U]' (7)
f f

Designem per V la derivada covariant corresponent a la métrica g. Anem a
calcular V, N. Derivant covariantment la 1gualtat g(N, N) = - 1, deduim que
V,Nés perpendlcular a N. D’altra banda, si X és tangent ales M,, de la formula
de Riemann que déna la derivada covariant en funcié de la meétrica es dedueix:

~ X
g(VN N, X) = g([X: NJ, =—f_

(Pdltima igualtat, en virtut de (7)). Si indiquem per d, f la 1-forma sobre V,
obtinguda diferenciant exteriorment a cada M la restriccié de fa M, tindrem

d, /) (X) = X(f) i, per tant, GV, N, X)= (1/f$ d, f) (X). De tot aix0 deduim:

#d,f. ©)

on#d, findicael camp vectorial tangent a totes les M corresponent a la 1-forma
d, f a través de la metrica.

3. ENUNCIAT DELS PRINCIPALS RESULTATS DE FISCHER,
MARSDEN I MONCRIEF

Partim d’un espai-temps (V, § ) com a la Secci6 2. Considerem una hiper-
superficie espacial M de V i un camp vectorial T sobre V. Sigui ¢, el grup
uniparamétric local corresponent a 7. Suposem, com a la Secci6 2, que existeix
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€ >0 tal que @ (x) esta definit peratotx € Mitott € (-&,¢), i que la imatge V,,

de M x (- ¢, 8) per Iaplicacié ® donada per (5) de la Secci6 2 és un obert de V.
Des d’ara treballarem en la varietat (V,, §) 1 obhdarem la varietat inicial (V.9).
Sigui S, Pespai dels camps tensorials sobre » dues vegades_covariants i
simatrics. Siguih e S, suficientment proxim a zero per tal que g +  sigui encara
una métrica de Lorentz. Suposem que la métrica inicial g compleix l’equaao
d’Einstein en e buit R (g ) = 0, on B (g ) indica el tensor de Ricci de la métrica g.
Suposem que h compleix I’equacié

Part lineal en h de R(G + k) = 0. 9)
En virtut de (4) aquesta equacié s’escriu aixi:

¢V, V h, +V V h, -V V h,)-V Viuh=0.

Volem donar condicions sobre la métrica inicial g de V,, per tal que existeixi
una corba ¢t — §(t) a P'espai de metriques de Lorentz sobre V,, que compleixi
R(g(1)) = 0 per a tot ¢ petit, i que comple1x1 §(0) = g 1 (dg(z)/ dt) = h, qualsevol
que sigui k € S, suficientment proxim a zero que compleixi (9) Dit d’una altra
manera, per tal que cada solucié # de I’equacié (9) aproximi una solucié de
’equacié d’Einstein en el buit (sense linealitzar) R(g + gr) 0. Quan la métrica
inicial § tingui aquesta propietat, direm que és linealment estable per a 'equacié
d’Einstein en el buit o, de manera abreujada, que la métrica és linealment estable.
Fischer, Marsden 1 Moncrief demostraren ([2], [4] 1 [8]) que quan M és compacta
una condicié suficient perqué una metrica a V,, sigui linealment estable és que no
tingui isometries infinitesimals. Els seus métodes no demostren tan sols aquest
resultat siné que permeten establir resultats del mateix estil quan M és no
compacta. Per exemple, es pot veure per llur procediment que la metrica de
Minkowski de R* és linealment estable (aix0 ja havia estat obtingut per Choquet-
Bruhat i1 Deser [1]).

4. ECUACIONS DE GAUSS I CODAZZI DE LA HIPERSUPERFICIE M
AV,

Reprenem aqui les notacions de la Seccié 2. Designem per S, la segona
forma quadratica de la  hipersuperficie M,. Per comoditat, d’ara endavant
ometrem la ¢ de S. En les varietats de Lorentz prenem com a definici6 de
segona forma quadratica d’una hipersuperficie espacial M, la segiient: (X, Y) =
- g(Vy Y, N),on X i Y sén tangents. Si V indica la derivada covariant de la
metrica de Riemann g de M obtinguda per restriccié de §, tindrem V, Y =
V, Y+ 8(X, Y) N. Designem per R el tensor de curvatura de (V,,, §) i per r R el
tensor de curvatura de M, g).Si X, Y, Z sén camps tangents a M, de les
definicions de R(X, Y) Z,de R(X, Y) Z i de S s'obté facilment
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R(X,Y)Z = R(X, Y) Z + S(Y, ZV, N - S(X, Z)V,N +
HV, ) (Y, D) - (V) (X, D}IN.

De (10), obtenim immediatament les dues identitats segiients:
HRX, ) Z,N) == (V,) (Y, 2) + (V,5) (X, Z) (11)

JRX, ) Z, W) =G (R(X, V) Z, W) +
+ S(Y’ Z) S(X’ W) - S(Xa Z) S(Yy W) )

on X, Y, Zi W s6n tangents a les M,.

Sigui P ’endomorfisme associat a S per la meétrica. P esta definit per
g(P(X), Y) = S(X, Y). Com que g(N, Y) =0, tindrem §(V, N, Y)=-g(N, V, Y)
= 8(X, Y). Per tant, P(X) = V,N. Calculem ara R(N, X) N quan X és un camp
tangent a M. Tindrem:

(10)

(12)

~

RN,X)N= V, V,N- V, V,N -V, N=

. . (%S N N
v, px) -V, [ — —V%f)NN—V‘}_[U_x]N.

Multiplicant escalarment aquesta igualtat per un camp Y tangent a M i operant,
s’obté:

- 1
g (RN, X)N, Y) = N(S(X, ) - S(X, P(Y)) - 7 S(X, [U, Y])

(13)
1 1
- = (sz) (Xa Y)_ - S([U,X], Y),
f f

on‘szés la 2-forma (V2f) (X, )=V, (V(f)) (V) = (Vyd, f) (). Tenint present

I’expressi6 de la derivada de Lie d’un 2-tensor covariant:

(Ly9) (X, Y) = UGS(X, V) - S(U, X], Y) - S(X, [U, Y)),

i substituint al segon membre de (13) N per (1/f)o/ot + (1/f) U, tindrem
finalment:
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. 1 S(X, ) 1
GRIN,X)N, V)= = ——— + - (L,S) (X, ") -
f ot f
(14)

1
—S(Xa P(Y))_} (sz) (X’ Y)’

5. PROBLEMA DE CAUCHY DE LEQUACIO R(§) = 0 AMB DADES
INICIALS A LA HIPERSUPERFICIE M

Sigui ara M una hipersuperficie d’una varietat diferenciable V de dimensié
4. Aqui no suposem, com a les Seccions anteriors, que a V hi hagi cap métrica.
Suposem, aix0 si, que tenim un camp vectorial T sobre V que en tot punt de M
és transvers a M. Sigui @, el grup uniparametric local corresponent a T. Suposem,
com a la Secci6 2, que existeix € > 0 tal que @ (x) esta definit per atot x € M i tot
t € (- ¢ ¢€),1quelaimatge V, de M x (- &, €) per ’aplicacié6 ® donada per (5) de
la Secci6 2 és un obert de V. Reprenent la mateixa notacié que a la Seccié 2, estem
ara interessats en el problema segiient: donat un camp vectorial N sobre V,, que
en cada punt és transvers a les hipersuperficies M,, donada una meétrica de
Riemann g sobre M i un tensor dues vegades covariant i simétric, p, sobre M,
veure si existeix una metrica de Lorentz g sobre V, (o sobre un entorn de M de
la forma ® (M x (-¢', €') amb €' < €) que compleixi les condicions segiients:

1. Sigui g, la restriccié de ga M,. Llavors g,= g1 (3 g,/dt),_,=p.

2. El camp N és perpendicular a totes les hipersuperficies M, segons la
metrica § 1, a més, g (N, N) = - 1.

3. El tensor de Ricci de la meétrica g, B (g ), s’anul-la.

Que N sigui transvers a les hipersuperficies M, vol dir que en cada punt
u=¢@x)de V, home T (V,)=< N > & T”(M,S. Per tant T = d/9¢t es

descompondra de manera tnica en la forma segiient

0
— =fN-U. (15)
ot

Suposem que existeix una métrica g sobre V, que compleix les condicions

volgudes. Sigui g, la restriccié de g a cada M. Sigui (x', x% x°) un sistema de
coordenades locals de M. Aquestes coordenades donaran lloc a unes coordena-
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des (x', x% 2, t) de V,, per mitja del difeomorfisme ®. Com que N és perpendi-
cular a les M i com que g(N, N) = -1, de (15) es desprén

gu(x, 1) = = f(x) + g((U),, (U))
G.(xt)= g((U), 9/dx) (16)
g,;(x 1) = (g);x).

Com que la familia f, de funcions sobre M i la familia U, de camps sén
conegudes a partir de la descomposmxo (15) de N, les férmules (16) ens diuen
que per a coneixer § basta coneixer la familia g, de restriccions de g sobre les M,.
Anem a veure quines equacions ha de complir la familia de métriques de
Riemann g, sobre M per tal que es compleixi I’equaci6 R (§ ) = 0. Com a la Seccié

2, els camps de M donen lloc a camps de V.. Siguin, doncs, X'i Y dos camps de
M (per tant, camps de V). Tindrem:

NGX Y)=G(V, X, )+ XV, V)=V, N+[N,X], Y)+
+§ (X, V, N+[N, Y]) =G (P(X), Y>+}§(w, X, )+ g (X, P(Y)) +
+}§(x, [U, Y]) = 25(X, ) + } U@ X, 1) - lf<L,,§r)(x, Y).

Substituint aqui N per (1/f) 0/t + (1/f)U, i designant per k el doble de la
segona forma quadratica S, k = 25, s’obté:

ag,

— =fk-Lyg,. (17)
ot

Si fem ¢ = 0 a (17), obtenim p = (d g, /9¢) , = fo -L, .9 Deduim
d’aquesta expressié que el coneixement de p i g sobre M equlval al Coneixement
de gi k, Anem a veure ara quines condicions han de complir les families {g,} i
{k} per tal que R(g) =

Recordem que les components del tensor de Ricci R de § vénen donades per

L ( ) ) ) d
B =Ry=g%g| Rl —, — )—., — ).
L I oxf ) oxr oxt

Si (x') es un sistema local de coordenades en un entorn qualsevol d’un punt
de M, utilitzant la base {0/0x’, N} en la qual g* =-11i g% = 0, de I’expressié
anterior i de (11), (12) i (14) de la Seccié 4, s’obtenen les férmules segiients:
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- 1 98X, 1
1 %7 (LyS) (X, ) -~ 25(X, P(Y)) -
—;,<V2f)(x,Y>+z(x,n+<trS)S<x,n

3 (18)
R(N,X) = gn(VWS)(X,T ) - X (tr S)
xl

1 95, 1 1
\ f(N,N):—?g T_? tr(LUS)+S.S—?AMf,

on X, Y sén camps tangents a M, i per tant, camps de V, tangents a les M,, $.S
indica el producte escalar de S per ell mateix induit per la metrica g de M, o sigui,
g"g”s, S ,iA, f indica el laplacid de f segons la meétrica g de M, o sigui,
-giv, Vi. . Designem per § x § la 2-forma definida per S(X, Y) = $(X, P(Y)) que
apareix a la primera férmula de (18). (En components, (S x §),, = g=S§, .S, ).
Posem també k = 2S. Amb aquesta notacié, de (18) obtenim que 'anul-laci6 del
tensor de Ricci de g equival a les equacions segiients:

[ ok 1

t

a— =—L, k+f (k,xk)+2V f-2fR(g)- - f(rk)k,
¢ ! 2

(19)
B(k,~(tr k) g) =0

| kR 4R -@rk)=0.

on I’R, que apareix a Idltima equacié indica la curvatura escalar de la métrica g,
de M ,iel § dela segona equaci6 indica I’operador de Hodge & de g,. En el nostre
cas, g(k - (tr k) g) és la 1-forma donada en components per

S(k—(rk)g),=-Vi(k, - (r k) g,).

Lequacié (17) i la primera equacié de (19) poden ésser considerades com
les equacions d’evolucié del parell (g,, k,) en funcié de ¢. Les dues dltimes
equacions de (19) ens diuen que el parell nicial (g,, k,) sobre M, = M no pot
ésser qualsevol, siné que ha de complir aquestes dues equacions per a t = 0. Si el
parell inicial (g, k) sobre M compleix les condicions

{ S(k-(trk)g)=0
k.k—4R - (tr k)2 =0
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llavosrs es pot demostrar (vegeu [3]) que existeix un unic parell (g,, k) que
compleix les dues equacions d’evoluci6 anteriors 1 tal que (g,, &,) = (g, k).
Llavors també es demostra que la soluci6 (g,, k,) compleix les dues dltimes
equacions de (19) per a tot t. Llavors la métrica g sobre V, donada per (16)
compleix les condicions 1, 2 i 3.

6. PLANTEJAMENT DEL PROBLEMA I PLA DE TREBALL

osarem a partir d’ara que la h1persuperf1c1e M de V, és compacta.
Segons Eem establert a la Seccié 5 tota métrica g' sobre V, amb I{(g ) =0 queda
univocament determinada per un parell (g', k' ), on g’ és una métrica de Riemann
sobre M ik'un tensor sobre M covariant i simetric, d’ordre 2, ambdés relacio-
nats per les equacions segiients:

{ 8, (k' (tr, k)g) =0

(20)
k'.; k'—4R(g') - (r, k'Y =0.

on 8 indica 'operador § de Hodge relatiu a la métrica g' i, analogament,
tr, k' 'indica que la traga de k' és la traca relativa a la métrica g'. Per tant,
deformar la metrica inicial § de V, per metriques de Lorentz §' proximes, de
manera que sempre es compleixi ’equacié d’Einstein en el buit, equival a
deformar el parell inicial (g, k) sobre M per parells (g', k') proxims, de manera
que es compleixin sempre les equacxons (20).

Per a cada s € R*, designem per S, I’espai dels tensors covanants d’ordre 2,
simétrics, sobre M, de classe de Sobolev s. Pel lema de Sobolev, S, esta contingut
a I’espai de tensors d’ordre 2, simétrics i continus, sempre que s > (3/2) +2(M
té dimensié 3). Nosaltres prendrem s > (3/2) + 2. Sigui M* la intersecci6 de S,
amb P’espai de memques de Riemann continues sobre M. El parell inicial (g, Ie)
corresponent a la métrica inicial g serd dbviament de #* x ;. Considerem
Iaplicacié segiient:

M XS, L
(9. k') > k. k-(r k') -4R(G),

on #*?indica I’espai de funcions sobre M de classe de Sobolev s — 2. Com que
en el terme R(g') (curvatura escalar de g') intervenen derivades d’ordre 2 de g',
# baixa en dues unitats la classe de Sobolev s. Considerem també I’aplicacié
segilient:
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aoxst b xo

(g k) — -8, (k'-(r, k)g),

on X*!indica I’espai de camps vectorials sobre M de classe de Sobolev s — 1. En
realitat 8, (k' - (tr, k') g') sera una 1-forma de classe s - 1, perd podem
identificar I’espai de’l-formes i I’espai de camps vectorials a través de la métrica
inicial g.

Designem per C, el conjunt 3 (0) format pels parells (g', k') € 4£*x §; tals
que H (g, k) 0. Analogament desngnem per C, el conjunt y~' (0). El néstre
objectiu és imposar condicions a la métrica inicial g de V,, per tal que existeixi un
entorn V del parell inicial (g, k) a #7* X §,de manera que VNC,NC, sigui una
subvarietat de #* X §; . Quan aix passi, tot vector tangent a aquesta subvarietat
en el punt inicial (g, k) sera tangent a una corba (g (¢), k(t)) d’aquesta varietat, tal
com desitgem.

Considerem ’aplicaci6

M XS 3 x x
(g k) - (v(g, k') 2(g, k).
Considerem I’aplicaci6 lineal tangent de ® en el punt inicial (g, k) :

D,,®: $x§ - x7'x77,
Si el parell inicial (g, k) és tal que I'aplicacié anterior és exhaustiva, llavors
existeix un entorn V del punt (g, k) a a1* x §, tal que VNC, NC, és subvarietat de
a* X S, Per a veure aix06 comencem des1gnant per E el nucli de D, ,®.Com
que S X $% és un espai de Hilbert, E té un suplementari topologic d&manera que
S:x S’ E ® F. Considerem I aplicacié

¥
S;xS;: E®F - Exx=' x5
u+v - (4, ®(u+7)).

Com que E =ker D, ®, la derivada D, ® és un isomorfisme de F sobre X*' x
F+21en virtut del teorema de la funcié i mversa, ¥ és un difeomorisme local entre
un entorn de (g, k) 2 ;X S; i un entorn de Porigen de E x X*! x 72 Per tant,
¥ es pot invertir en aquests ‘entorns. Llavors ¥ (u, 0) donara una parametritzacié
de ¢, NC, en un cert entorn V de (g, k). El problema es redueix, doncs, a donar
condicions sobre (g k) per tal que D, @ sigui exhaustiva.
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La metrica inicial g indueix un producte escalar a S, x S, en cada punt x de
M. Per exemple, en el punt x de M, el producte escalar de (fz X §,), sera:

(b, K),- (B, K"),=g" (x) ¢ (x) (b, (x) b', (x) + K, (x) K", ().

Amb aquesta definicié (b, K), - (', K'), és funcié de x. Designem llavors per
<, > el producte escalar global a §; x S} definit per

<K, (b, K)>= [, (bK),. (b, K"\,

onn_ és I’element de volum de g.
ntroduim ara un producte escalar a Xx %, que designarem també per <, >,
de la manera segiient:

1
<X f) (X, f)> =2 /g X, X)m, + —/ ff, .
M 2 M

Els coeficients 2 i 1/2 de la definici6 anterior es posen per tal que alguns calculs
posteriors surtin més senzills. L'operador

Dy, ® S x§ - x=xg=

tindra llavors un adjunt (D, ,, ®)* respecte als dos productes escalars <, > que
acabem d’introduir i que esta definit de manera que es compleix:

< (D(g,l,) (D) (b, K)) (X)f) >=< (b, K), (D(g,le) q>)* (X’f) >

per a qualsevol parell (b, K) i qualsevol parell (X, f). Aquest operador adjunt
donar un operador per a qualsevol classe de Sobolev s:

(D py @ X xF2 > St xSt

En virtut d’un teorema general d’operadors el-liptics, si un dels dos operadors
Dg, ®o(D,, ®)* tésimbol injectiu, llavors es té la descomposicié segiient:

g k)
X7 x £ = (D, ®) (S xS)®ker (D, ®)F.

Aixo ens déna la segiient pauta d’actuacié:

1. Calcular explicitament (D ,, ®) i (D, ,, ®)*.

2. Veure que (D, ,, ®)* té simbol injectiu.

(g, k)
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3. Donar condicions sobre (g, k) que garanteixin que el nucli de (D ,, ®)*

(g, k)
s’anul-la.

7. CALCUL DE D, , ® I DE (D

%
(g, k) (g, k) (I))

De la defxmcxo de ® es desprén que per a calcular Dy, P) haurem de
calcular primer D, v i després D, #. De I'expressi6 en components de
'operador de Hocﬁ’;e s’obté immediatament ’expressi6 segiient:

'Y(g'» k'),'= gl ” V', k'i,_ a,' ([l’ g k'):

on 9, indica 9/0x". Per a calcular I aphcac1o lineal tangent de 7y en el punt (g, k)
s’ha de substituir a I'expressié anterior g' per g+ b, k' per k + K, la derivada
covariant V" per V + Q com a la Seccié 1, 1 Q per ’expressié (3). Fent tot aixd
i escrivint finalment només els termes lineals en b iK, s’obté:

DVg sy b, K), =V K, =0, (tt K)=b*V k., + b V. k_+
’ (21)

SOk~ (Vb by + = Vi(ir bk,
Laplicacié # ve donada en components per ’expressi6 segiient:
(g, k)= g7 grk, k, - (k) -4R(@).
Per tal d’obtenir I’ aphcac1o lineal tangent s ha de substituir, com hem fet abans,
g'perg+h, k' perk +K,1R(g') per. Pexpressi6 de la curvatura escalar que s’obté
de (4) per contraccid. Fent tot aix0 i escrivint només els termes lineals en b i K,
s’obté:
(D, ) (b, K) = = 2h.(k X k) + 2Kk - 2er K) (xr &)
+2(tr k) bk + 4b. R(g) - (22)
AV 44 ViVt h.

Recordem que I'operador adjunt (D, ,. ®)* esti definit de manera que es

compleixi sempre la identiat segiient

< (b, K), (D ,, ®)* (X, f) >=< (D, , ®) (b, K), (X, ) >=

(g, k)

(23)
=2/, 0Dy 1) b, K, XM, 43 [ Dy #0) B K f 1,
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Per tal de calcular I'expressié de (D, ,, ®)*, haurem doncs de calcular per separat
les dues integrals que figuren a lexpressxo anterior. Preocupem-nos en primer
lloc del producte escalar que figura sota la primera d’aquestes integrals. En virtut
de l’expressi6 (21), tindrem:

g«D(g,[,) Y) (b’ K)’ X) = (V‘ K,,) Xi_ (V, tr K) Xi

—b (V) X+ h™(V.h )X
(24)

+3 (Vb b X = (Vb)) kn X

1 .
+5 (Vi h) b, X

El terme (V’K ) X de I’expressi6 anterior es pot escriure V* (K, X)) - K, V* X',
Ara bé, el primer d’aquests dos termes és una divergeéncia, que quan es multlpll-
qui per I’element de volum i s’integri sobre M s’anul'lara. Per tant, a I'expressié
(24) substituirem el primer terme per — K, V* X' + divergéncia. Farem el mateix
amb els altres termes de (24), procurant deixar els factors K i b sense derivades,
tot passant aquestes derivades als altres factors. D’aquesta manera ens quedari
finalment:

g(Dy V) (b K, X) == K*V,X, +tr Kdiv X + 3 h"(V,k,) X -

g hkdivX+ b kr VX - 2 wh(VK) X~ 3 (ir b) b,V X +div.

Tenint ara en compte les expressions de la derivada de Lie L, kide L, g, i
utilitzant també l’equac1o ) (k (tr k) g) = 0 que satisfa el paréﬁl inicial (g, k),
I’expressié anterior es pot escriure aixi:

KLeg+(r K divX+ g hLk

X

N =

g((D(g,[,) Y) (ba K)a X) = -

bk div X - 3 (tr b) X (ir k) (25)

N -

(tr b) k.L, g + divergéncia.

Calculant de manera similar el terme (D, #) (b, K) f que figura dins la
segona integral de (23) (aqui es passen a la fg les derivades que afecten les A,
afegint divergencies), s’obté:

I
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D1y *) (b, K)f= —2b(k X k) f+2fK. kf = 2(tr K) (tr k) f
+ 2(tr k) b.kf + 4h. R(g) f — 4b Hess (f) (26)
- 4(tr b) A f + divergéncia,
on Hess (f) indica el hessia de f, o sigui, (Hess (f)), = V, V. £.
Ladjunt (D , ®)* que busquem, aplicat a un parell (X, f), sera un parell
(A, B)de S~ X ot que complira:
<k, K, (D(g, o @) (X, ) >=< (b, K), (4, B)>= [.An, + [KBn, .

Tenint ara en compte (23), (25) 1 (26), deduim les expressions segiients de A i B:
A= Lek-(divX) k-X(rk)g- 7 (kL,g)g- (kX k) f

+k(trk)f+R(g)f-2Hess()-2(Afy g
B=-L g+2(divX)g+fk-f(rk)g. (28)

(27)

8. EL SIMBOL DE LOPERADOR (D, , ®)* ES INJECTIU

(g, k)

El simbol de I'operador (D, ,, ®)* associa a cada § € T (M)* laphcacxo
lineal o, de T, (M) X Ra (S, X S‘g ), donada per (X, f) — (a, B), on o i B vénen
donades en components per:

o,= (X )k, +(@E X)k,~k §X -
-(KEX)g,-2885f+28.8fg,
B.= -§X-8§X +2(§X)g,.
Hem de suposar que § # 0 i veure que 6, és injectiu. O sigui, que @ = =0 implica

X =0if=0.Prenguem unsistema de coordenades per al qual (g,, ) en el puntx sigui
la identitat i tal que £ = (§,, 0, 0). En aquestes coordenades tindrem:

0=B,=-2&X,+2(X,).
[ —
=0

Per tant, X, = 0. Llavors B, = 0 implica X,=0,iB,=0 implica X, = 0. Per tant,
X = 0. Substituint llavors X = 0 a I’ equac1o a,, =0s’obté f=0.
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9. CONDICIONS SOBRE (g, #) PER TAL D’ASSEGURAR L’ANUL-
LACIO DEL NUCLI DE (D, ®)*

Sigui (X, f) un parell format per un camp vectorial X sobre M i per una
funcié /g sobre M. Volem veure quines condicions ha de complir aquest parell per
tal que sigui del nucli de (D, ®)*. Considerem M com a subvarietat de V.
Sigui X el camp de V, amb suport M definit en cada x € M per X =f(x) N - X ,
on N indica, com sempre, el vector normal unitari a la hipersuperficie M de VM
que apunta cap al futur. Com que V,, és difeomorf a M X (-¢, €), el camp X que
només estd definit sobre M, es pot estendre de manera natural a un camp sobre
tot V, . Sigui ¢, el grup uniparametric associat a X. Sigui M_la subvarietat de V,,
donada per M_ =  (M). Si repetim ara tot el procés que hem fet a les Seccions
415 amb el grup uniparamétric _i imposem, com hem fet all3, que el tensor de
Ricci de g s’anul'li en cada punt de M .» arribarem a unes equacioins d’evolucié
analogues a (17) i a la primera de (19), perd que portaran una 7 en lloc d’una .
Per exemple, ’equacié aniloga a (17) dira ara

ag.

T

= ftkt_L 9.
o7 e

on aqui f,(x) = f (y,(x)) 1 (g,),= (¥,")*g,. . Aquestes férmules d’evolucié del
parell (g, k) ens permeten escriure les céﬁ‘%ponents AiBde(Dg, ®)* (X, f)
donades per (27) i (28) de la manera segiient:

( ( ok, 1 ( ag, ok,
A= - ) —tr ) k+tr g
=0 2 7 =0 97 7=0

+
o7
ag
: Lk 29
[(af)t=0 ]g ( )

g ag
B=( ) _u( ) g.

k 9 /10 97 | ;-0

Per tal que (X, f) sigui del nucli de (D, ,, ®)*, A i B s’han d’anul'lar. Prenent
traces a la segona de (29), tenim 0 = tr B'=-2tr (dg/d1)._, . L'equaci6 B = 0 ens
diu llavors que (dg,/07),_, = 0. Substituint llavors aixo a (29) s’obté facilment
que (dk_/97) _, = 0. Es facil de veure (utilitzant el fet que k_és el doble de la
segona forma fonamental de M .) que si X és una isometria infinitesimal de g, 0
sigui, si L7 § =0, llavors A i B s’anul-len. Per tant, si la métrica g no té camps de
Killing llavors el nucli de (D, ,, ®)* s’anul'la.

P

1
2
a

(g, k)
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